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� 1.Введение

☞Методтеориивозмущений-одинизнаиболееуспешныхиширокоиспользуемых
методоввычисленияфизическихнаблюдаемыхвКТП(Ф.Дайсон,С.Томонага,Р.
Фейнман,ДжШвингер).

➳Сутьметода–разложениеамплитудыпроцессаврядпохарактерномумалому
параметруиучетлишьконечногочисласлагаемыхвданномразложении.

➳Составиколичествоудерживаемыхслагаемыхопределяетсяпорядкомпараметра
разложения,которыйдетерминируетсятребуемойточностьювычислений.

☞Врасчетахограничиваютсяпервымпорядкомтеориивозмущений.Амплитуда
процесса,какправило,представляетсяввиделинейнойкомбинацииодно-,двух-,
трех-,четырехточечныхскалярныхинтегралов.

☞Вплотьдоконца70-ыхгодовXXстолетиянебылоизвестноалгоритмоврасчета
данныхинтеграловвобщемслучае.

☞Впервыеалгоритмвычисленияинтеграловвобщемслучаебылпредставленв
работах:

[1]G.’tHooftandM.Veltman//Nucl.Phys.B153,(1979)365.

[2]G.PassarinoandM.Veltman//Nucl.Phys.B160,(1979)151.
ЗдесьвпервыеполученовыражениедляC0ввидесуммы12дилогарифмов.
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Подходсиспользованиемкинематическихдетерминантов

[3]G.J.vanOldenborgh,J.A.M.Vermaseren//Z.Phys.C46,(1990)425.

ИнтегрированиесиспользованиемпредставленияМеллина-Барнса

[4]A.I.Davydychev,J.Math.Phys.32,(1991)1052.

[5]A.I.DavydychevJ.Math.Phys.33,(1992)358.

[6]É.É.BoosandA.I.Davydychev,Theor.Math.Phys.89,(1991)1052.

ПолиномиальнаятехникаГейджинбауэра

[7]A.E.Terrano,Phys.Lett.B93,(1980)424.

Интегрированиепочастям

[8]F.V.Tkachov,Phys.Lett.B100,(1981)65;K.G.Chetyrkin,F.V.Tkachov,
Nucl.Phys.B192,(1981)159.

Интег-ваниевпространствесотрицательнойразмерностью

[9]I.G.Halliday,R.M.Ricotta,Phys.Lett.B193,(1987)241;G.V.Dunne,I.G.
Halliday,Phys.Lett.B193,(1987)247.

[10]A.T.Suzuki,A.G.M.Schmidt,J.Phys.A31,(1998)8023.

Интегрированиефункций,разложенныхвряд

[11]M.G.Schmidt,C.Schubert,Phys.Rev.D53,(1996)2150.

Методдифференциальныхуравнений
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[12]T.Gehrmann,E.Remiddi,Nucl.Phys.B601,(2001)287;Nucl.Phys.Proc.
Suppl.89,(2000)251.Ibid,preprint[hep-ph/0207020].

Тенденциивпостроенииалгоритмоввычисления
↙↘ �

�

�

�

Построениеобщихрешенийдля
интеграловкакфундаментальная
проблема(абстрактныетеорети-
ческиеконструкты)

�

�

�

�
Решениепроблемчисленногоин-
тегрирования.Адаптацияобщих
решенийкмашиннымкодам

☞Машинныеошибкивычислений,большоемногообразиесвойствспецфункций
несколькихпеременныхприводятксерьезнымпроблемамвчисленномисчислении
интегралов.

➳например,врасчетахрадиационныхпоправокспомощьюпрограммыFormF
(М.Велтман),вотдельныхслучаяхнеобходимобылоудерживатьточностьв
120знаковпослезапятой,чтобыдобитьсясокращенияподобныхслагаемыхи
получитькорректныйрезультат!Процессвычисления=⇒крайнемедленныйи
иногданевозможныйвсилуограниченныхвозможностейЭВМ

☞Вывод:проблемакомпьютерныхчисленныхрасчетов=⇒кпроблемепоиска
всевозможныхструктурпервообразнойприснятииинтегралаврассматриваемой
областидопустимыхзначенийпараметровданныхинтегралов.
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☞Авторомпредложенсценарийалгебраическойредукции,основанныйнаматематиче-
скомметодеветвления.

➳Основнаяидеяподхода-детальныйанализповеденияподинтегральной
функцииприразличныхзначенияхпараметровпоследнейспоследующимпоиском
соответствующейпервообразной.

➳Основныепреимуществаданногоподхода

•вбольшинствеслучаевудаетсяизбежатьвыходавкомплекснуюплоскость
переменнойинтегрирования;

•выделениедействительнойимнимойчастейврезультате;
•результатпредставляетсядеревомвозможныхрешений,легкоинтегрируемымв

машинныекоды.
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�

�

�

� 2.Общаясхемарасчета

☞Данныеинтегралы–несобственные=⇒м.б.расходящимися.Дляустраненияу.ф.
расходимостей–методразмернойрегуляризации-переопределениеподинтегральной
функциисцельюпредставленияввидесуммыдвухслагаемых:расходящегося
(полюс)иконечнойчасти.Полюсноеслагаемоетипа

const
ε,(ε→0)исключается

процедуройперенормировки,аконечнаячастьдаетвкладвитоговыйрезультат.

1.ПереходвD-мерноепространство

➳РассмотрениеD-мерногоаналогафункциивпространствеМинковского(D<4).

➳ЕслиDнефиксировано=⇒ничегонельзясказатьохарактерерасходимости=⇒
можноманипулироватьсподинтегральнойфункциейкаксограниченнойгладкой
функцией.

➳Приэтом

lim
D→4

µ
4−D

∫
dDq

(2π)D[...]=

∫
d

4
q

(2π)4[...](1)

здесьµ-параметрразмернойрегуляризации–сохраненяетразмерностьданного
интегралавDизмеренияхдлясохранениякалибровочнойинвариантности.

2.ПараметризацияФейнмана

➳Подинтегральнаяфункция(1)определяетсяпроизведениемпропагаторов=⇒
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интегрированиепоимпульсузатруднительно.

➳Дляинтегрированияподинтегральнаяфункцияд.иметьструктурутипа
1/[q

2
+M

2
]
N

.Вработе

[13]R.P.Feynman//Phys.Rev.76(1949),769.

предложенподходпараметризациискалярныхинтегралов=⇒переопределению
подинтегральнойфункцииспомощьювыражения

1

D
α1

1D
α2

2...D
αN

N

=
Γ(
∑N

i=1αi)
∏N

i=1Γ(αi)

∫1

0

...

∫1

0
︸︷︷︸

N

dx1dx2...dxNδ

(

1−
N
∑

i=1

xi

)

×
x

α1−1
1x

α2−1
2...x

αN−1
N

(
∑N

i=1Dixi

)(
∑N

i=1αi)

➳=⇒вподинтегральномвыраженииобразуетсянеобходимаякомбинацияпо
переменнойq.

➳Выделениеполногоквадратаипереходкновойпеременнойq
′

посредствомсдвига
импульсанаконечнуювеличину.

3.ПоворотВика.ИнтегрированиевD-мерномевклидовомпространстве
{

q
′

0→iq
E
0,q

′

i→q
E
i,i=−−−−−→ 1,D−1

}

⇒
{

dq
′

→idqE,q
′
2
→−q

2
E

}

(2)
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∫
dDqE

[q
2
E+M2]n=π

D

2

Γ(n−D
2)

Γ(n)
(M

2
)−(n−

D

2)
(3)

4.ПредельныйпереходD→4.Дифференциациярезультата

➳разложениеΓ-функции

lim
ε→0

Γ(−n+ε)=
(−1)

n

n!

[
1

ε
+ψ̃(n+1)+O(ε)

]

(4)

гдеψ̃(n+1)=1+
1
2+...+

1
n−γe,γe=0.5772157-постояннаяЭйлера-Маскерони;

параметрεопределяетсякак

ε=4−D→0приD→4−0(5)

a
ε
=1+εlna,приε→0(6)

➳расходящаясячастьинтеграла:

∆ε=lim
ε→0

(
2

ε
+ln(4π)−γe

)

(7)

5.Редукцияконечнойчастиинтеграла–рядалгебраическихпреобразований,
процедурывычисленияинтегралов,сведениекнаборуспециальныхфункций.
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�

�

�

� 3.ОдноточечнаяскалярнаяфункцияA0

i

16π2A0(m
2
)=

∫
d

4
q

(2π)4
1

(q2−m2+iδ)
(8)

➠D-мерныйаналогинтегралавпространствеМинковского

i

16π2AD
0(m

2
)=µ

4−D
∫

dDq

(2π)D
1

(q2−m2+iδ)
(9)

➠поворотВика(2),интегрированиевD-евклидовомпростран-
ствесучетом(3)

AD
0(m

2
)=−(π)−(2−

D

2)
(2πµ)

4−DΓ
(
1−D

2

)

Γ(1)
(m

2
)
D

2−1
(10)

➠Впределе

A0(m
2
)=lim

D→4
AD

0(m
2
)=lim

ε→0

(

π−
ε

2Γ
(

−1+
ε

2

)

(m
2
)
1−

ε

2(2πµ)
ε
)

(11)

➠Учитывая(4),(6),(7)=⇒

A0(m
2
)=m

2

[

∆ε+1−ln

[
m

2

µ2

]]

(12)
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�

�

�

� 4.ДвухточечнаяскалярнаяфункцияB0

i

16π2B0(p
2
,m

2
1,m

2
2)=

∫
d

4
q

(2π)4
1

(q2−m
2
1+iδ)((q+p)2−m

2
2+iδ)

(13)

➠D-мерныйаналогинтегралавпространствеМинковского

i

16π2BD
0(p

2
,m

2
1,m

2
2)=µ

4−D
∫

dDq

(2π)D
1

(q2−m
2
1+iδ)((q+p)2−m

2
2+iδ)

(14)

➠ПараметризацияФейнмана

1

D1D2

=

∫1

0

1

[D1x+D2(1−x)]2(15)

D1=((q+p)
2
−m

2
2+iδ)

D2=(q
2
−m

2
1+iδ)

}

(16)

i

16π2BD
0(p

2
,m

2
1,m

2
2)=µ

4−D
∫1

0

dx

∫
dDq

′

(2π)D
1

[q
′
2−M2]2(17)

где
q

′

=q+px,M
2

=p
2
x

2
−x(p

2
+m

2
1−m

2
2)+m

2
1−iδ(18)
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➠поворотВика(2),интегрированиевевклидовомD-пространствесучетом(3)

i

16π2BD
0(p

2
,m

2
1,m

2
2)=

i

16π2Γ
(
ε

2

)∫1

0

dx

(
4πµ

2

M2

)ε

2

(19)

сучетом

Γ
(

ε
2

)
=

2
ε−γE+O(ε)

(
4πµ

2

M
2

)ε

2

=1+
ε
2ln

[
4πµ

2

M
2

]






(20)

➠Предельныйпереход

B0(p
2
,m

2
1,m

2
2)=lim

D→4
BD

0(p
2
,m

2
1,m

2
2)=

[
∆ε+lnµ

2
−I(p

2
,m

2
1,m

2
2)
]

(21)

где

I(p
2
,m

2
1,m

2
2)=

∫1

0

dxln
[
M

2
]

=

∫1

0

dxln
[
ax

2
+bx+c

]
(22)

a=p
2
,b=−(p

2
+m

2
1−m

2
2),c=m

2
1(23)

➠Редукцияконечнойчасти
➳Ситуация№1:a6=0;b,c∈<.
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ax
2

+bx+c=0,(24)

D=b
2
−4ac(25)

➛Вариант№1:D≥0:

x1,2=−
b

2a±
1

2a

√
b2−4ac=

1

2
+

m
2
1−m

2
2

2p2±
1

2p2

√

λ(p2,m2
1,m

2
2)(26)

где

λ(x,y,z)=x
2

+y
2

+z
2
−2xy−2xz−2yz(27)

I11=ln|a|+iπθ(−a)−2+
2∑

i=1

[(1−xi)ln|1−xi|+xiln|xi|+

+iπ[θ(xi−1)+xiθ(xi)θ(1−xi)]](28)

➛Вариант№2:D<0:

I12=ln|a|+iπθ(−a)+

(

1+
b

2a

)

ln

[

1+
b

a
+

c

a

]

−
b

2a
ln

c

a−2+(29)
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+

√

−λ(p2,m2
1,m

2
2)

a
arctan

[√

−λ(p2,m2
1,m

2
2)

b+2c

]

(30)

➳Ситуация№2:a=0,b6=0,c∈<

I2=

∫1

0

dxln[bx+c]=ln|b|+
(

1+
c

b

)

ln
∣
∣
∣1+

c

b

∣
∣
∣−

c

b
ln
∣
∣
∣
c

b

∣
∣
∣−1+

+iπ
[

1+θ(−b)−θ
(

1+
c

b

)

−
c

b
θ
(

−
c

b

)

θ
(

1+
c

b

)]

(31)

➳Ситуация№3:a=0,b=0,c6=0

I3=

∫1

0

dxln|c|=ln|c|+iπθ(−c)(32)

I=









еслиa6=0;b,c∈<,тоI1=

{

I11,(28),еслиD≥0,

I12,(30),еслиD<0

}

,

еслиa=0,b6=0,c∈<,тоI2,(31),

еслиa,b=0,c6=0,тоI3,(32)









(33)
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�

�

�

� 5.ТрехточечнаяскалярнаяфункцияC0

i

16π2C0(p
2
1,p

2
2,p1p2,m

2
1,m

2
2,m

2
3)=

∫
d

4
q

(2π)4×

1

(q2−m
2
1+iδ)((q+p1)2−m

2
2+iδ)((q+p2)2−m

2
3+iδ)

(34)

Особенностьинтеграла-несодержитультрафиолетовойрасходимости
➠ПараметризацияФейнмана

1

D1D2D3

=2

∫1

0

dx

∫1−x

0

dy

[D1(1−x−y)+D2x+D3y]
3(35)

D1=(q
2
−m

2
1+iδ)

D2=((q+p1)
2
−m

2
2+iδ)

D3=((q+p2)
2
−m

2
3+iδ)









(36)

i

16π2C0(p
2
1,p

2
2,p1p2,m

2
1,m

2
2,m

2
3)=2

∫1

0

dx

∫1−x

0

dy

∫
d

4
q

′

(2π)4
1

[q
′
2−M2]3(37)
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где

q
′

=q+p1x+p2y,

M
2

=p
2
1x

2
+p

2
2y

2
+2p1p2xy−p

2
1x−p

2
2y+m

2
2x+m

2
3y+m

2
1(1−x−y)−iδ

}

(38)

➠поворотВика(2),интегрированиевевклидовом4-пространствесучетом(3)

C0(p
2
1,p

2
2,p1p2,m

2
1,m

2
2,m

2
3)=−

∫1

0

dx

∫1−x

0

dy
1

M2(39)

Замена:y→1−y,x↔y

C0(p
2
1;p

2
2;p1p2;m

2
1;m

2
2;m

2
3)=−

∫1

0

dx

∫x

0

dy

ax2+by2+cxy+dx+ey+f
,(40)

{

a=p
2
2,b=p

2
1,c=−2(p1p2),d=m

2
1−p

2
2−m

2
3,

e=m
2
2+2p1p2−p

2
1−m

2
1,f=m

2
3−iδ

}

(41)

ПоворотвплоскостиOXY:
(

x

y

)

=

(

cosα−sinα

sinαcosα

)(

x′

y′

)

(42)
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Требование:равенствонулюкоэффициентаприx′y′

tan2α=
c

b−a
=κ(43)

cosα=

√

1

2
+

1

2
√

1+κ2
;sinα=sgn

[
1

2
arctanκ

]
√

1

2−
1

2
√

1+κ2
(44)

C0=−
[
∫y

′

2

y
′

1

dy′
∫x

′

2

x
′

1

dx′+

∫y
′

3

y
′

2

dy′
∫x

′

2

x
′

3

dx′

]

1

a0x
′
2+b0y

′
2+d0x′+e0y′+f0

(45)











a0=acos
2
α+bsin

2
α+ccosαsinα,x′

1=−cotαy′,

b0=asin
2
α+bcos

2
α−ccosαsinα,x′

2=cosα+sinαtanα+tanα,

d0=dcosα+esinα,x′
3=

1+tanα
1−tanαy′,

e1=−dsinα+ecosα,y′
1=−sinα,y′

2=0,

f0=f,y′
3=cosα−sinα











(46)

➠Редукцияинтеграла

➳Ситуация№1:a06=0
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Преобразованиесдвига:

x1=x′+d0

2a0

,y1=y′,x1i=x′
i+

d0

2a0

(47)

C01=−
[
∫y

′

2

y
′

1

dy1

∫x12

x11

dx1+

∫y
′

3

y
′

2

dy1

∫x12

x13

dx1

]

1

a0x
2
1+b0y

2
1+e0y1+f0−d

2
0/4a0

(48)

C01=−
1

a1

[sinαAT[a1,b11,c11,d11,e11,f11,g11]+

+(cosα−sinα)AT[a1,b12,c12,d12,e12,f12,g12]](49)

AT[a,b,c,d,e,f,g]=

∫1

0

dy
√
ax2+bx+c

[

arctan

[
dy+e

√
ax2+bx+c

]

−

−arctan

[
fy+g

√
ax2+bx+c

]]

(50)
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a11=b0sin
2
α/a0,a12=b0(cosα−sinα)

2
/a0,

b11=−e0sinα/a0b12=e0(cosα−sinα)/a0,

c11=c12=
f0

a0−
d
2

0

4a
2

0

,e11=e12=cosα+sinαtanα+d0/2a0,

d11=−tanαsinα,d12=tanα(cosα−sinα),

f11=cosα,f12=cosα+sinα,

g11=g12=
d0

2a0















(51)

➳Ситуация№2:a0≡0,d06=0

C02=−
[
∫y

′

2

y
′

1

dy′
∫x

′

2

x
′

1

dx′+

∫y
′

3

y
′

2

dy′
∫x

′

2

x
′

3

dx′

]

1

b0y
′
2+d0x′+e0y′+f0

=

=−
∫y

′

2

y
′

1

dy
[
ln[b0y

2
+e0y+f0+d0x′

2]−ln[b0y
2
+e0y+f0+d0x′

1]
]
−

−
∫y

′

3

y
′

2

dy
[
ln[b0y

2
+e0y+f0+d0x′

2]−ln[b0y
2
+e0y+f0+d0x′

3]
]

(52)
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C02=−sinα[I(a21,b21,c21)+I(a22,b22,c22)]−
−(cosα−sinα)[I(a23,b23,c23)+I(a24,b24,c24)](53)











a21=a22=b0sin
2
α,b21=sinα(d0tanα−e0),

c21=c23=
f0

a0−
d
2

0

4a
2

0

,b22=−(d0cosα+e0sinα),

c22=c24=f0,b23=(b0+d0tanα)(cosα−sinα),

a23=a24=b0(cosα−sinα)
2
,b24=(d0+e0)cosα+(d0−e0)sinα,











(54)

интегралIопределяетсявыражением(33).

➳Ситуация№3:a0≡0,d0≡0

C03=−
[
∫y

′

2

y
′

1

dy′
∫x

′

2

x
′

1

dx′+

∫y
′

3

y
′

2

dy′
∫x

′

2

x
′

3

dx′

]

1

b0y
′
2+e0y′+f0

=

=−
∫y

′

2

y
′

1

(x′
2−x′

1)dy

b0y2+e0y+f0

−
∫y

′

3

y
′

2

(x′
2−x′

3)dy

b0y2+e0y+f0

(55)
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или
C03=F[a31,b31,c31,d31,e31]+F[a32,b32,c32,d32,e32](56)

где

F[a,b,c,d,e]=

∫1

0

dy
dy+e

ay2+by+c
=

=















1
2a

[

dln
[
1+

a+b
c

]
+

2(bd−2ae)
√

b
2
−4ac

[

arctanh
[

b+2a √
b
2
−4ac

]

−

−arctanh
[

b √
b
2
−4ac

]]]

,приa,b,d6=0

d
b+

be−cd
b
2ln

[
1+

b
c

]
,приa≡0,b,d6=0

d
2c+

e
c,приa,b≡0,d6=0

∞,приc≡0















(57)









a31=b0sin
2
α,a32=b0(cosα−sinα)

2
,

b31=−e0sinα,b32=e0(cosα−sinα),

c31=c32=f0,d31=−e31=sinα(sinαtanα+cosα),

d32=−e32=(cosα−sinα)(sinαtanα+cosα),









(58)
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C0(p
2
1,p

2
2,p1p2,m

2
1,m

2
2,m

2
3)=







a0,d06=0;⇒C01,

a0≡0,d06=0,⇒C02,

a0,d0≡0,⇒C03.

(59)
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�

� 6.Заключение

Вданнойработе:

•РассмотренсценарийалгебраическойредукцииN-точечныхскалярныхинтегралов,
основанныйнаметодеветвления.Представленаобщаясхемавычисленияданных
интеграловврамкахрассматриваемогоподхода.

•Полученыполныенаборывозможныхрешенийдляодно-,двух-,трехточечных
скалярныхфункций,представленныхкаквтерминахэлементарныхфункцийтакив
видеоднократныхинтегралов.

•Полученныерезультатынаходятсявхорошемсогласиисрезультатами,полученными
ранеедляотдельныхчастныхслучаев.

[14]G.C.Devidze,G.R.Jibuti//E-print:hep-ph/9710283,11pp.

[3]G.J.vanOldenborgh,J.A.M.Vermaseren//Z.Phys.C46,(1990),425-438.

•ПостроенапрограммаScalarInt2.0длярасчетауказанныхинтеграловвсреде
Mathematica.Даннаяпрограммабылаопробированапривычислениирадиационных
поправокквершиннымфункциямвзаимодействиябозоновХиггсаврамкахмодели
МССМ.
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